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Exercice 1. (Cours, 6 points) Soit f : V — V un endomorphisme linéaire d’un espace
vectoriel V' de dimension finie sur R.

(1) Pour une base B de V, donner la définition de la matrice A de f dans la base B.
(2) Montrer que le déterminant de A ne dépend pas du choix de la base B.

(3) Donner les définitions des valeurs propres de f, et des sous-espaces propres associés.
(4)

4) Donner la définition du polynome caracteristique de f.
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Exercice 2. Soit la matrice A= | -2 2 3
0 10

(1) Calculer A2

(2) Montrer que le vecteur (0,—1,1) est vecteur propre de A. En déduire que —1 est
une valeur propre de A.

(3) Calculer le polynéme caractéristique de A. Déterminer les racines de ce polynome
dans C.

4) En déduire que A n’est pas diagonalisable dans R mais est diagonalisable dans C.

6) En déduire que A* = Is.

(4)

(5) Donner le spectre de la matrice A* (sans calculer A%).

(6)

(7) Donner la matrice de changement de base qui rend la matrice diagonale.

Tournez la page SVP.



Probleme

Premiere partie.
Soit A et B deux matrices de M, (K) qui commutent : AB = BA. Soit A € K une valeur
propre de A et soit E) le sous-espace propre associé.
(1) Montrer que pour tout vecteur u du sous-espace propre E) de A, le vecteur Bu
est aussi dans E.

(2) Montrer que si E) est de dimension 1, alors tout vecteur propre u de A associé a
A est aussi un vecteur propre de B.

(3) Montrer que si A possede n valeurs propres deux-a-deux distinctes, et si B’ =
(u1,...,u,) est une base de vecteurs propres de A et P la matrice de passage de
la base canonique B de K" & B, alors P~'BP est diagonale.

Deuxiéme partie.

Soit A = (g (1)), et soit Comm(A) = {B € My(R) | AB = BA} I'ensemble des matrices

2 x 2 qui commutent avec A.

(1) Montrer que Comm(A) est un sous-espace vectoriel de My(R).
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(2) Montrer que uy = ((1)) et ug = <3> sont des vecteurs propres de A associés a des

valeurs propres que ’on calculera.

(3) Déduire de la premiere partie que si B € Comm(A), et si P est la matrice de
passage de la base canonique B dans la base B’ = (uy, us) alors P~!BP est de la

frmxo
OeOy'

(4) En déduire que Comm(A) est un sous-espace vectoriel de dimension 2.



